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❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ♥♦ ♣r♦✜t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❡①♣♦rts✳
❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt t❡r♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✛❡❝ts✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❤♦♠❡
✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❛❞♦♣ts ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝❧✐♠❛t❡ ♣♦❧✐❝② ✭✐✳❡✳ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r
❈❖2 ❡♠✐ss✐♦♥s✮❀ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐♠♣♦rts ❛r❡
❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t
✶❚r❛❞❡✲❡①♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡♥s✐✈❡ s❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❛s ✑s❡♥s✐t✐✈❡✑ s❡❝t♦rs✳ ❆
s❡❝t♦r ✐s ✑s❡♥s✐t✐✈❡✑ ✉♥❞❡r t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✭●r✉❜❜ ❛♥❞ ◆❡✉❤♦✛✱ ✷✵✵✻✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖2
♣r✐❝❡ ✐s ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✭✈❛❧✉❡ ❛t st❛❦❡✮✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
tr❛❞❡ ✭✐♠♣♦rt ✐♥t❡♥s✐t②✮✳ ■❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s❡❝t♦r❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚②♣✐❝❛❧
s❡♥s✐t✐✈❡ s❡❝t♦rs ❛r❡✿ ❝❡♠❡♥t✱ st❡❡❧✱ ❜❛s✐❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧s✱ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳✳✳
✷
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✱ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ♥✉❧❧✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②❀ t❤✐s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧♦♥❣
t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ✐ts ❢❡❡❞ ❜❛❝❦ ♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t
❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ✇✐t❤♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠
♦♥❡✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
P♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝❛r❜♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡✳✷ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦st s❝r✉t✐♥✐③❡❞
❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r ❧❡❛❦❛❣❡ ❛r❡✿ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠❛r❦❡t ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✲
❡r❣② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❣♦♦❞s ✐♥ ✉♥r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢
❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣♦♦❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❣✲
✉❧❛t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♠♣♦rts ♦❢
❡♥❡r❣② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❣♦♦❞s ✐♥ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✉♥r❡❣✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s✳✸
❖r❞✐♥❛r✐❧② t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞r✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❧❡❛❦❛❣❡ t❤❛♥ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳✹ ❇✉t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ✐ss✉❡s ❛r❡ ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡✐r ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ tr❛❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✭s❡❡ ❍♦♦❞✱ ✷✵✶✵✱ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ ❡①✐st✐♥❣
♦r ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❊✉r♦♣❡✱ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞✳✳✳ ❛r❡
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ✐ss✉❡s✮✳
❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ t❡r♠s✲
♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥
♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✭❡✳❣✳ ❋✐s❝❤❡r ❛♥❞ ❋♦①✱ ✷✵✶✷✮❀ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡
✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ✭❡✳❣✳ ❇❛❜✐❦❡r✱ ✷✵✵✺❀ P♦♥ss❛r❞
❛♥❞ ❲❛❧❦❡r✱ ✷✵✵✽❀ ▼❡✉♥✐❡r ❛♥❞ P♦♥ss❛r❞✱ ✷✵✶✷✮ ♦r ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
✷❚❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr✐❡s
♠✉❧t✐✲s❡❝t♦rs ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t ✷ ♦❢ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✈♦❧ ✸✹ ♦♥
❜♦r❞❡r ❝❛r❜♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❡❞✐t❡❞ ❜② ❇ö❤r✐♥❣❡r ❡t ❛❧ ✳ ✭✷✵✶✷✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✸❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❣r❡❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥
✐♥❞✉❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✭●♦❧♦♠❜❡❦ ❛♥❞ ❍♦❡❧✱ ✷✵✵✹❀ ❉✐ ▼❛r✐❛ ❛♥❞ ❱❛♥ ❞❡r ❲❡r❢✱ ✷✵✵✽❀
●❡r❧❛❣❤ ❛♥❞ ❑✉✐❦✱ ✷✵✵✼✮✱ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡
❧❡❛❦❛❣❡ ✭❊❧❧✐♦tt ❛♥❞ ❋✉❧❧❡rt♦♥✱ ✷✵✶✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❜② ❈❛rr❛r♦ ❛♥❞ ❙✐♥✐s❝❛❧❝♦✱ ✶✾✾✸❀ ❇❛rr❡tt✱ ✶✾✾✹✮✳
✹❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑✉✐❦ ✭✷✵✵✶✮ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❊❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ✐ts ❣♦❛❧
t♦ r❡❞✉❝❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊❯✲❊❚❙ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ✶✴✶✵t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❤❛r❡
♦❢ ❊❯ ❡♥❡r❣②✲✐♥t❡♥s✐✈❡ s❡❝t♦rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ●❉P✳
✸
✭❡✳❣✳ ❇❛❧✐str❡r✐ ❛♥❞ ❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ✷✵✶✷✮✳✺ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥tr❛✲
✐♥❞✉str② tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✐♥tr❛✲✐♥❞✉str② tr❛❞❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣❡r❢❡❝t
s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ♦❢ s❝❛❧❡ ❛♥❞
✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✭❑r✉❣♠❛♥✱ ✶✾✼✾✱ ✶✾✽✵❀ ❇r❛♥❞❡r✱ ✶✾✽✶✮✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ✐♥tr❛✲✐♥❞✉str② tr❛❞❡✳ ❲❡ ❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐s
❞✉❡ t♦ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❉❡♠❛✐❧❧② ❛♥❞ ◗✉✐r✐♦♥ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞
t❤❡ ❈❡♠❡♥t ❙✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ■♥✐t✐❛t✐✈❡ r❡♣♦rt ✭❲❇❈❙❉✱ ✷✵✵✾✮ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠✉❧t✐✲
r❡❣✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉str② ♦✈❡r ❛ ✸✵ ②❡❛r t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❘❡✲
❣✐♦♥❛❧ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐s ♠②♦♣✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❘②❛♥ ✭✷✵✶✷✮ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❯❙ ❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉str②✳ ❋♦✇❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡①t❡♥❞s t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛❧❧♦✇
❢♦r ✐♠♣♦rts ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❝❧✐♠❛t❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥
t❤❡ ❯❙✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s❡❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✢✉❝t✉❛t❡s✳ ❈r♦ss
r❡❣✐♦♥❛❧ ✢♦✇s ❝♦♠❡ ✐♥ ♣❛rt ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥❛❧ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡✲
♠❛♥❞✳ ❇✉s❤♥❡❧❧ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ✭✷✵✶✷✮ ❞✐s❝✉ss ❧❡❛❦❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
s❡❝t♦r ✉♥❞❡r ❞❡♠❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s r❡❝♦❣♥✐③❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳
■♥ ❍♦✉r❝❛❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❡♥t✐t❧❡❞ ❉❡❡♣✲❞✐✈❡ st✉❞②✿ t❤❡ ❊❯
❝❡♠❡♥t ❛♥❞ st❡❡❧ s❡❝t♦rs✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❡❛❦
♦❢ ✐♠♣♦rts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✐♥ ✷✵✵✼✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❡①❤✐❜✐t
❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉❣❣❡st✐♥❣ ❧♦♦s❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛t
t❤❡ ✇♦r❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡✐r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛❞❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜✲
r✐❛ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❋♦r ❝❡♠❡♥t✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ♥♦♥ ❊❯ ✐♠♣♦rts
❝❧❡❛r❧② r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ◗✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣✲
t❡r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❋✐s❝❤❡r ❛♥❞ ❋♦① ✭✷✵✶✷✮✳
❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s
r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❝❧✐♠❛t❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛
s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt t❡r♠ ✭✇✐t❤♦✉t
❝❛♣❛❝✐t② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ✈❡rs✉s ❧♦♥❣ t❡r♠ ✭✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ❡✛❡❝ts✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣❛❝✐t②
❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛ r❡❝✉rr❡♥t t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡
s✐♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦t❤s❤✐❧❞ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✵✱ ✶✾✼✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ▼❡✉♥✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧
✺❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦rs ✉♥❞❡r
st✉❞② ❛♥❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s❀ ✐✳❡✳ ✶✹✪ ❢♦r st❡❡❧ ❛♥❞ ♠✐♥❡r❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ❋✐s❝❤❡r ❛♥❞
❋♦① ✭✷✵✶✷✮✱ ✺✵✪ ✐♥ ❉❡♠❛✐❧❧② ❛♥❞ ◗✉✐r✐♦♥ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✼✵✪ ✐♥ P♦♥ss❛r❞ ❛♥❞ ❲❛❧❦❡r ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r
❝❡♠❡♥t✱ ✉♣ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✪ ✐♥ ❇❛❜✐❦❡r ✭✷✵✵✺✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡♥s✐✈❡
♣r♦❞✉❝❡rs✳
✹
❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ▼❡✉♥✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r
✇❤✐❝❤ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉str②✳
✸ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥
❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❤♦♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❢✉t✉r❡ ❤♦♠❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✜r♠s ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣♦rts ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② s❤♦rt❛❣❡s✳ ❚❤❡
❣♦♦❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♠♣♦rts ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
✐rr❡✈❡rs✐❜❧② ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥t② ✐t
✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r t♦ t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦❡t ✈✐❛ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
r❛t❤❡r t❤❛♥ ✈✐❛ ✐♠♣♦rts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣ r✉♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♠♣♦rt ❝♦sts ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡✱
t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❈❖2 ❡♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❦❡♣t s✐♠♣❧❡
❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❚❤❡ t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ q✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✿ p(q, θ) = a+λθ−bq✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ a ❛♥❞ b ❛r❡ t✇♦
♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ λ ❛♥❞
θ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✭✐♥ e ♣❡r ✉♥✐t✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ λ = 0✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ θ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✿ [−1,+1] ✇✐t❤
❞❡♥s✐t② ✶✴✷✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ♦r t❤❡ r❛t✐♦ λ/a ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧②
❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ n ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s✳ ❊❛❝❤
✜r♠ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿ ❛ ❤♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ✐ts ❤♦♠❡
♣❧❛♥ts ❛♥❞ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ✐ts ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚♦
♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❡ ✜r♠ s❤♦✉❧❞ ✜rst ✐♥✈❡st ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥
t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❤♦♠❡ ❜✉t ✐t
❝❛♥ ✐♠♣♦rt✳
❚❤❡ ✭❛♥♥✉❛❧✐③❡❞✮ ❝♦st ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ck ✭✐♥ e✴✉♥✐t✮✳ ❲✐t❤ ❛ ✉♥✐t ♦❢
❝❛♣❛❝✐t② t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st
ch ✭✐♥ e✴✉♥✐t✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖2 r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st
❛♥❞ ♥♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣♦rts ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ cf
✭✐♥ e✴✉♥✐t✮✳ ■t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❝♦st t♦ t❤❡ ❤♦♠❡
♠❛r❦❡t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝r♦ss r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♣❧✉s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st✳
✺
❚❤r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❤♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♦♥❡✱ ck + ch <
cf ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡✱
a > ch + ck✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ s♦ t❤❛t
✐♥ ❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ 0 ≤ λ ≤ a− ch✳
❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s ✐ts
❤♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s ✐ts ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐ts ✐♠♣♦rts ✭❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ✜①❡❞✮✳ ❋✐r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✳
❚♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ k✱ t♦t❛❧ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ qh ❛♥❞ ✐♠♣♦rts
qf ✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❞❡① ✜r♠s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♣❛❝✐t②✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② λ ❛♥❞ t❤❡
❈❖2 ♣r✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ch ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❜❡
❞❡♥♦t❡❞ k∗n(λ, ch) ♦r s✐♠♣❧② k
∗
n✳
✸✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥✈❡st♠❡♥ts
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀ ✇❤❡♥ ✜r♠s ✐♥✈❡st t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
r✐✈❛❧s✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❝ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ♦❜s❝✉r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t st❛❦❡✳
▲❡♠♠❛ ✶ ■❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ♦❢ n ✜r♠s ✐s✿
k∗n =
n
n+ 1
1
b
[
a−
ch + cf
2
+ λ
(
1− 2
ck
cf − ch
)]
. ✭✶✮
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rts ❛r❡✿
−1 ≤ θ ≤ θ− θ− ≤ θ ≤ θ+ θ+ ≤ θ ≤ 1
qh
n
n+1
a−ch
b
k∗n k
∗
n
qf 0 0
n
n+1
a−cf
b
− k∗n
✐♥ ✇❤✐❝❤ θ− ❛♥❞ θ+ ❛r❡✿
θ− = 1−
ck
cf − ch
−
cf − ch
2λ
❛♥❞ θ+ = 1−
ck
cf − ch
+
cf − ch
2λ
✭✷✮
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥ ❇✳
❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧② ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢
❡①♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣r♦✜t pi(k) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❤♦✐❝❡ k ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿
pi(k) =
∫ +1
−1
max
(qh≤k,qf≥0)
[pq − chqh − cfqf ]
1
2
dθ − ckk. ✭✸✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜r♠✬s s❤♦rt✲t❡r♠ ♣r♦✜t ♦♥❝❡ k ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ st❛t❡ θ ♦❝❝✉rs ✐s ✶✴✷ ❞θ✱ θ ❜❡✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✻
♦✈❡r [−1, 1]✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ θ✱ t❤❡ ✜r♠ s❡❧❡❝ts qh ❛♥❞ qf t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts s❤♦rt✲
t❡r♠ ♣r♦✜t pq− chqh− cfqf ✇✐t❤ q = qh+ qf ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ qh ≤ k ❛♥❞ qf ≥ 0✳
❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦r ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡✳ ❙✐♥❝❡
cf > ch ✐♠♣♦rts ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❢✉❧❧② ✉s❡❞✳
❉❡✜♥❡ t✇♦ st❛t❡s θ− ❛♥❞ θ+ s✉❝❤ t❤❛t✿ ❛t θ− ✭r❡s♣✳ θ+✮ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛t t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❤♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✭r❡s♣✳ t❤❡ ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡✮✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
s❛t✐s❢②✿
p(k, θ−) +
∂p
∂q
(q = k, θ−)k = ch ✭✹✮
p(k, θ+) +
∂p
∂q
(q = k, θ+)k = cf . ✭✺✮
❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r θ− ❛♥❞ θ+ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ k✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞
st❛t❡s✱ −1 ≤ θ ≤ θ−✱ t❤❡ ✜r♠ ❤❛s ❡①❝❡ss ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧②
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ q✉❛♥t✐t② ✭qh = (a + λθ − ch)/2b✮ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦rt✐♥❣ ✭qf = 0✮✳
❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✱ θ− ≤ θ ≤ θ+✱ t❤❡ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛t ❢✉❧❧
❝❛♣❛❝✐t② ✭qh = k✮ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦rt ✭qf = 0✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡✱
θ+ ≤ θ ≤ 1✱ t❤❡ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛t ❢✉❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ✐♠♣♦rts✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛♥t✐t②
♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣♦rts ✭q = (a + λθ − cf )/2b✮✳ ■❢
❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r✐s❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭✐✳❡✳ θ− > −1 ❛♥❞ θ+ < 1✮✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✐✳❡✳ qh ≤ k✮ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✱ t❤❡ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s k t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣r♦✜t ✭✸✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣r♦✜t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡✳ ❚❤❡
❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣r♦✜t ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡
✐♥t❡❣r❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r✿
pi(k) =
∫ θ−
−1
[p(q, θ)− ch]q
1
2
dθ +
∫ θ+
θ−
[p(k, θ)− ch)]k
1
2
dθ
+
∫ 1
θ+
[(p(q, θ)− cf ) q + (cf − ch)k]
1
2
dθ − ckk ✭✻✮
❚❤❡ ✜r♠ ❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt t❡r♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st ♦❢ ❛ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s ♥✉❧❧ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ cf − ch ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❝♦st
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♠♣♦rts ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ✜r♠ ✐♠♣♦rts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst
✼
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
ck =
∫ 1
−1
[p(q, θ) +
∂p
∂q
(q, θ)q − ch]
1
2
dθ ✭✼✮
=
∫ θ−
−1
0
1
2
dθ +
∫ θ+
θ−
(
p+
∂p
∂q
k − ch
)
1
2
dθ +
∫ 1
θ+
(cf − ch)
1
2
dθ. ✭✽✮
❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ st❛t❡s ✭✷✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❝❛♣❛❝✐t② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 2n/(n+1)✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r
❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❡✛❡❝ts ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤✮ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦✉r♥♦t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ch ✭r❡s♣✳ cf ✮✳ ■♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✳
✹ ❘❡s✉❧ts
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❈❖2 ❡♠✐ss✐♦♥s t❛① ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡
❝♦✉♥tr② ♦♥✿ t❤❡ ❤♦♠❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ■♥
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛ ❈❖2 ❡♠✐ss✐♦♥s t❛① ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦st ch✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❛♥❞ ✐t
❣✐✈❡s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s
❛ ✈❡r② r♦✉❣❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♠❡♥t s❡❝t♦r ✭❆✮✳
✹✳✶ ❍♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t②
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
• ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✱
∂k∗
∂ch
< 0. ✭✾✮
• ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② λ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡✿
∂2k∗
∂ch∂λ
< 0. ✭✶✵✮
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥ ❈✳✶✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ st❛t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t t❤❛t ❛ ❝♦st ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t✱ t❤✉s ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t ✐s
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡✳ ■t st❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡✲
♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆t ❛❧❧ t✐♠❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✽
❝❛♣❛❝✐t② ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦st ch + ck ✭r❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t
t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧② ✭▲❡♠♠❛ ✶ ❣✐✈❡s t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ θ− ≤ θ ≤ θ+ ♦❝❝✉rs ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧②✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ ❧❛r❣❡r ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝♦st✳
❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖2 r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s
t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
■♥ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ck❂✶✺e✴t✱ ch❂✷✺e✴t✱ cf❂✼✺e✴t✱ n ❂
✻✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✳✻✺ t❈❖2 ♣❡r t♦♥✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s✱ ❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣✐❝❦❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s s❡t ❛t ✶✺% ❛♥❞ t❤❡ ❈❖2
♣r✐❝❡ ✐s s❡t ❛t ✹✵e✴t ✭t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ∆ch❂ ✷✺e✴t✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❛t ✶✺%✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❈❖2
♣r✐❝❡ ✭✵e✴t ❛♥❞ ✹✵e✴t✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤ ❛ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ❛t ✵e✴t✱ ✐t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ✹✵e✴t✳
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with uncertainty HΛa=15%L
no uncertainty
❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❡r❝❡♥t ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
✾
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✭❛✮ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡
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✭❜✮ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✲
✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭❜✮✳
✹✳✷ ▲❡❛❦❛❣❡
❚❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧
❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✜①❡❞ ❛t k∗n(λ, ch)✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣♦❧✐❝② t♦ ❜❡❝♦♠❡ k∗n(λ, ch + ∆ch) ✐♥ ✇❤✐❝❤ ∆ch r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✳
❉❡♥♦t❡ qh(k, ch, θ) ❛♥❞ qf (k, ch, θ) t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rts✮ ♦❢ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ♦❢ n ✜r♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❤❛s
❛ ❝❛♣❛❝✐t② k/n✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✶✮ ✐♥ ❇✳
❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s✿
LST =
E [qf (k
∗
n(ch), ch +∆ch, n, θ)− qf (k
∗
n(ch), ch, n, θ)]
E [qh(k∗n(ch), ch, n, θ)− qh(k
∗
n(ch), ch +∆ch, n, θ)]
. ✭✶✶✮
❆♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s✿
LLT =
E [qf (k
∗
n(ch +∆ch), ch +∆ch, n, θ)− qf (k
∗
n(ch), ch, n, θ)]
E [qh(k∗n(ch), ch, n, θ)− qh(k
∗
n(ch +∆ch), ch +∆ch, n, θ)]
. ✭✶✷✮
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷
• ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ♥✉❧❧✳
• ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥ ❈✳✷✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♠♣♦rts ♦❝❝✉r✱ t❤❡
t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ch ❛♥❞ t❤❛t ✐♠♣♦rts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ k✳ ■♥ t❤❡
s❤♦rt t❡r♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ♥✉❧❧✳
✶✵
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡✱ ✐✳❡✳
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ θ✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✷✮ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤❡
❧♦♥❣✲t❡r♠ t❤❡r❡ ✐s ❧❡❛❦❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳
■♥ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣♦rts ✇✐t❤ ❛ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ❛t ✵e✴t✱
❛ ❤✐❣❤❡r ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rts ♣r❡❝✐s❡❧② ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ✶✵✵%✳ ■♥ ♦t❤❡r ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵% ❛♥❞ ✶✵✵%✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛
✶✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ❛r❡
✜①❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ✶✺% ❛♥❞ ✹✵e✴t ❈❖2✮✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✐♥❞✉❝❡s
❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❈❖2 ♣r✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❤♦✇ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡
❣♦❡s ✉♣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✹✵e✴t ❈❖2✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ
− ❛♥❞ θ+ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳
❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇✱ ❈ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ θ ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ θ+(40) ❛♥❞
θ+(0)✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❆ t♦ ❇✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ✐♠♣♦rts✱ ♥♦✇
✐♠♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❇❈✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ❇❈✴❆❈✳
❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✳ ❋♦r θ < θ+(40) ✐t ✐s ✵✳ ❋♦r θ+(0) < θ ✐t ✐s ✶✵✵✪✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s
❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ✶✷✮ ✐s ❛❧s♦
❞❡♣✐❝t❡❞✳
-1 Θ-H40L Θ+H40L 1
demand HΘL
0.9
0.95
1
1.05
production HMtL
Initial production
pCO2=0€t
New production HpCO2=40€tL
A
B
C
Θ
-H0L Θ+H0L
✭❛✮ Pr♦❞✉❝t✐♦♥
-1 Θ-H40L Θ+H40L Θ+H0L 1
demand HΘL0
20%
41%
60%
80%
100%
leakage rate
long term leakage rate
HEDq f E-DqhL
observed leakage rate HDq f -DqhL
✭❜✮ ▲❡❛❦❛❣❡ r❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✸✿ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡
r❛t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮ ❛♥❞
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥ ♦✉r
✶✶
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✺e✴t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ♦❢ ✶✺✪✳ ❆s
❝♦✉❧❞ s❡❡♥ ❛ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ♦❢ ✺e✴t ✇✐t❤ ❛ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✷✵✪ ❣✐✈❡s ❛ ❧❡❛❦❛❣❡
s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ ❛ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ♦❢ ✷✵e✴t ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✺✪ ✳
❈❖2 ♣r✐❝❡ ✭e✴t✮
✺ ✶✵ ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵
✺✪ ✵ ✪ ✵✪ ✵✪ ✷✪ ✶✵✪ ✷✶✪
❉❡♠❛♥❞ ✶✵✪ ✺✪ ✽✪ ✶✸✪ ✷✵✪ ✷✾✪ ✹✷✪
❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ✶✺✪ ✶✻✪ ✶✽✪ ✷✹✪ ✸✶✪ ✹✶✪ ✺✹✪
λ/a ✷✵✪ ✷✸✪ ✷✻✪ ✸✷✪ ✸✾✪ ✹✾✪ ✻✷✪
✷✺✪ ✷✾✪ ✸✷✪ ✸✽✪ ✹✻✪ ✺✺✪ ✻✼✪
✸✵✪ ✸✹✪ ✸✼✪ ✹✸✪ ✺✶✪ ✻✵✪ ✼✶✪
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡
✹✳✸ P❛ss✲t❤r♦✉❣❤
❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣r✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st
❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s✿
PTST =
E [p (q (k∗n (ch) , ch +∆ch, n, θ) , θ)− p (q (k
∗
n (ch) , ch, n, θ) , θ)]
∆ch
✭✶✸✮
❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♦♥❡✿
PTLT =
E [p (q(k∗n(ch +∆ch), ch +∆ch, n, θ), θ)− p (q(k
∗
n(ch), ch, n, θ), θ)]
∆ch
.
✭✶✹✮
❲✐t❤♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t ♦❧✐❣♦♣♦❧②
✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧s ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✖t♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t
♠♦❞❡❧✖ t❤❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ n/(n+ 1)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
• ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❈♦✉r♥♦t ♠♦❞❡❧ ✭✐t ✐s n/(n+ 1)✮✳
• ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛ss✲
t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
✶✷
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥ ❈✳✸✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t
❣❛♠❡✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ t❤❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♦♥❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s st✐❧❧ ❛t t❤❡ ♣r❡✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ λ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♠♦r❡ st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠ ❤❛s ❡①❝❡ss ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st s❡ts t❤❡
♣r✐❝❡ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛♥❞ s❤♦rt t❡r♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳✻
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✐♥❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❤❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❜❡❛r✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
❞♦❡s ♥♦t s❛② t❤❡ ❢✉❧❧ st♦r②✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✈❛r② ❛♥❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵✵%✦
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■❧❧✉str❛t✐♦♥
❆❣❛✐♥ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❈❖2
♣r✐❝❡ ❛r❡ ✜①❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ✶✺% ❛♥❞ ✹✵e✴t ❈❖2✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❈❖2 ♣r✐❝❡s✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s✱ ❜♦t❤ s❤♦rt t❡r♠ ❛♥❞
❧♦♥❣ t❡r♠✱ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤r❡❡ ③♦♥❡s ❡♠❡r❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ−(40) ❛♥❞ θ+(0)✳
❋✐rst❧②✱ ❢♦r θ < θ−(40)✱ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖2
♣r✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ r❛t❡s ✐s s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤
✐♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ✐s n/(n + 1) ❛s ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢♦r
θ > θ+(0)✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ✐♠♣♦rt ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ✐s ♥✉❧❧✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt t❡r♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠✳
❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ③♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✿
• ❛❜❝❞ ❢♦r pCO2 = 0e/t✱
• ❡❤❝❞ ✭pCO2 = 40e/t✮ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱
• ❡❢❣❝❞ ✭pCO2 = 40e/t✮ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✳
❚❤❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✳ ❚❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s ✺✷✪ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♦♥❡ ✐s ✽✻✪❂♥✴✭♥✰✶✮❂✻✴✼✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt
t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❛t ✻✴✼ ✉♥t✐❧ θ−(0) ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡✲
❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦ ❛t θh ✭θh = 0.4 ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s
❛t ③❡r♦✳
✻❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ✭r❡s♣✳ ❧♦♥❣ t❡r♠✮ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt t❡r♠ ✭r❡s♣✳ ❧♦♥❣ t❡r♠✮ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✭t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡✮ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s✳
✶✸
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✻✴✼ ❢♦r θ−(40) <
θ < θ+(40)✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r θ+(40) < θ < θ−(0)✳ ■t ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦
❢♦r θ−(0) < θ < θ+(0)✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ✶✼✶✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ ✶✵✵✪✦ ■t ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✇❡r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡s✳
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✭❛✮ Pr✐❝❡
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✭❜✮ P❛sst❤r♦✉❣❤ r❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛sst❤r♦✉❣❤ r❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡♠❛♥❞
st❛t❡ ✭θ✮✳
❖✉r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ■t ✐s s❧✐❣❤t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ✷✵✪ t♦ ✺✼✪ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉r♥♦t ♠♦❞❡❧ ✭t❤❛t ✐s ✻✴✼ ❂ ✽✻✪✮✳
❲✐t❤♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥✉❧❧✱ t❤❡ ♣r✐❝❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈❖2 ♣r✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✱ t❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡ ❛s t❤❡ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
✶✹
❈❖2 ♣r✐❝❡
✺ ✶✵ ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵
✺✪ ✷✵✪ ✷✸✪ ✷✾✪ ✸✹✪ ✹✵✪ ✹✻✪
❉❡♠❛♥❞ ✶✵✪ ✸✾✪ ✹✵✪ ✹✸✪ ✹✻✪ ✹✾✪ ✺✶✪
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✶✺✪ ✹✻✪ ✹✼✪ ✹✾✪ ✺✶✪ ✺✷✪ ✺✹✪
λ/a ✷✵✪ ✹✾✪ ✺✵✪ ✺✶✪ ✺✸✪ ✺✹✪ ✺✻✪
✷✺✪ ✺✶✪ ✺✷✪ ✺✸✪ ✺✹✪ ✺✺✪ ✺✼✪
✸✵✪ ✺✸✪ ✺✸✪ ✺✹✪ ✺✺✪ ✺✻✪ ✺✼✪
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙❤♦rt t❡r♠ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✭✶✸✮✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧
✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ◆ ♠❛r❦❡ts ❧✐♥❦❡❞ ❜② tr❛♥s♣♦rt ❝♦sts
✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❋✐r♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧s ❝❤♦♦s✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇
♠✉❝❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❞❡rs ❛♥❞ ♣✉r❡
❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❉❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡ts ♠❛②
❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
✉♥r❡❣✉❧❛t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❧♦♥❣ t❡r♠ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ tr❡♥❞s ✭❡✳❣✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❊✳❯✳
❝♦✉♥tr✐❡s✮✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❛s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
♦♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡s✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧✐♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘②❛♥ ✭✷✵✶✷✮✳
❖✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ s❤♦rt t❡r♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✇♦rt❤ ♣✉tt✐♥❣
✐♥ ❛ ♣♦❧✐❝② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❋✐rst❧② t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
❡① ♣♦st ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❡❛❦❛❣❡✳ ❊❧❧❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
✐♠♣❛❝ts ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❊❯✲❊❚❙ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♠♣❛❝ts
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✳ ❇r❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦♥
❊❯ ✐♠♣♦rts ✭✷✵✵✵✲✷✵✶✷✮ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❡❛❦ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❯ t❤❛♥ ❜② t❤❡ ❊❯ ❈❖2 ♣r✐❝❡s✳ ❇♦t❤ ♣❛♣❡rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡
❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❡❛❦❛❣❡✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ s❤♦rt t❡r♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✛❡❝ts
✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❢❛❝t✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ✐♥ ❋♦✇❧✐❡ ❡t ❛❧✳
✶✺
✭✷✵✶✷✮✳ ■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❢r✐♥❣❡✳ ❲❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇♦✉❧❞
❛♠♣❧✐❢② ❧❡❛❦❛❣❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿
t❤❡ ❯❙ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐s q✉✐t❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ ❯❙ ✐♠♣♦rts t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt t❡r♠✐♥❛❧s✱
t✇♦ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✜t ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡♠❡❞✐❡s t♦
❧❡❛❦❛❣❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❡❞ ❜❛❝❦ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❝❤❡♠❡s ♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t
♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯✲❊❚❙ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ✷✵✶✸✲✷✵✷✵ ✭✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠✲
♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✶✶✮ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝r✐s✐s
t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞ ❧❛t❡r ②❡❛rs✳ ■♥ ▼❡✉♥✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❜❛s❡❞ ❢r❡❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❚❙ ❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝②✲
❝❧❡s✱ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡①♣♦s❡❞
s❡❝t♦rs✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❇❛❜✐❦❡r✱ ▼✳ ❍✳✱ ✷✵✵✺✱ ❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦❧✐❝②✱ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥
❧❡❛❦❛❣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✺✭✷✮✱ ✹✷✶✲✹✹✺✳
❇❛❧✐str❡r✐✱ ❊✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ❚✳ ❋✳✱ ✷✵✶✷✱ ❙✉❜❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❜♦♥ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s✳ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✹✭❙✷✮✱
❙✶✾✵✕❙✶✾✼
❇❛rr❡tt✱ ❙✳✱ ✶✾✾✹✱ ❙❡❧❢✲❊♥❢♦r❝✐♥❣ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✱ ❖①✲
❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛♣❡rs✱ ✹✻✱ ✽✼✽✕✽✾✹✳
❇ö❤r✐♥❣❡r✱ ❈✳✱ ❇❛❧✐str❡r✐✱ ❊✳❏✳ ❛♥❞ ❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ❚✳❋✳✱ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❇♦r✲
❞❡r ❈❛r❜♦♥ ❆❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ ❯♥✐❧❛t❡r❛❧ ❈❧✐♠❛t❡ P♦❧✐❝②✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❊▼❋ ✷✾✳
❈❤r✐st♦♣❤ ❇ö❤r✐♥❣❡r✱ ❊❞✇❛r❞ ❏✳ ❇❛❧✐str❡r✐ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❋✳ ❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ❡❞s✱
❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✹✭❙✷✮✱ ❙✾✺✲❙✷✺✵✳
❇r❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❆✳✱ ✶✾✽✶✱ ■♥tr❛✲✐♥❞✉str② tr❛❞❡ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❡s ✶✶✭✶✮✱ ✶✕✶✹✳
❇r❛♥❣❡r✱ ❋✳✱ ◗✉✐r✐♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ❝❤❡✈❛❧✐❡r✱ ❏✳✱ ✷✵✶✸✳ ❈❛r❜♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐✲
t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❝❡♠❡♥t ❛♥❞ st❡❡❧ ✐♥❞✉str✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❊❯ ❊❚❙ ✿ ♠✉❝❤ ❛❞♦ ❛❜♦✉t
♥♦t❤✐♥❣✳ ❈■❘❊❉ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ✷✵✶✸✳ ❤tt♣✿✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳
❢r✴❞♦❝s✴✵✵✴✻✵✴✹✸✴✼✹✴P❉❋✴❍❉❘❴P❴◗❯■❘■❖◆✳♣❞❢
❇✉s❤♥❡❧❧✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈❤❡♥✱ ❨✳✱ ✷✵✶✷✱ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝❛♣✲❛♥❞✲
tr❛❞❡ ♠❛r❦❡ts ❢♦r ❈❖2✱ ❘❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✹✭✹✮✱ ✻✹✼✕✻✻✽✳
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P♦❧✐❝② ❘❡s♣♦♥s❡s✳ ❖❊❈❉✱ P❛r✐s ✭✶✾✾✺✮✳
P♦♥ss❛r❞✱ ❏✳ ❛♥❞ ❲❛❧❦❡r✱ ◆✳ ✷✵✵✽✳ ❊✉ ❡♠✐ss✐♦♥s tr❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♠❡♥t s❡❝t♦r✿
❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❈❧✐♠❛t❡ P♦❧✐❝② ✽✱ ✹✻✼✕✹✾✸✳
❘❡✐♥❛✉❞✱ ❏✳ ✷✵✵✺✳ ■♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❡♠✐s✲
s✐♦♥s tr❛❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❆❣❡♥❝②✳
❘♦t❤s❤✐❧❞✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳✱ ✶✾✼✵✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ r✐s❦ ■✿ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✷✿ ✷✷✺✕✷✹✸✳
❘♦t❤s❤✐❧❞✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳✱ ✶✾✼✶✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ r✐s❦ ■■✿ ■ts ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✸✿ ✻✻✕✽✹✳
❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ❚✳✱ ✶✾✾✷✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❝❛r❜♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s✿ r❡✲
s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞②♥❛♠✐❝ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖❊❈❉ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉❡♦♣❛rt♠❡♥t
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ♥♦✳ ✶✶✷✳
❘②❛♥✱ ❙✳P✳✱ ✷✵✶✷✱ ❚❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥✲
❞✉str②✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✽✵✭✸✮✱ ✶✵✶✾✕✶✵✻✶
❲❇❈❙❉✱ ✷✵✵✾ ✳ ❆ s❡❝t♦r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❝❡♠❡♥t s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✳✱ ❈❡♠❡♥t
❙✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ■♥✐t✐❛t✐✈❡✱ ❲♦r❧❞ ❇✉s✐♥❡ss ❈♦✉♥❝✐❧ ❢♦r ❙✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❉❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t✱ ●❡♥❡✈❛✳●❡♥❡✈❛✳
✶✽
❆♣♣❡♥❞✐①
❆ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉str② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✿ t❤❡
✇♦r❧❞ ❝❡♠❡♥t ♠❛r❦❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❝❡♠❡♥t ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ t❤❡ ❝r♦ss r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛r❡
❧♦✇ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠s
✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✢♦✇s✳✼
❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯ ❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ P♦♥✲
ss❛r❞ ❛♥❞ ❲❛❧❦❡r ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❝♦❛st❛❧ r❡❣✐♦♥s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❊❛st ♦r ❲❡st ❝♦❛st ✐♥ t❤❡ ❯❙✱ ■t❛❧② ♦r ❙♣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❊❯✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛t t❤❡ ❈♦✉r♥♦t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ✻ ✜r♠s ✇✐t❤✲
♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ✶ ▼t✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ✐s ✶✵✵e✴t ❛♥❞ t❤❡
♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✲✵✳✷✼✳
❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ/a ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr② ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✷✵
②❡❛rs✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ✐♥ e ♣❡r t♦♥ ♦❢ ❝❡♠❡♥t ❛r❡✿ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ck = 15
✭❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ✹✵ ②❡❛rs ❧✐❢❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥t✮✱ ❢♦r ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
ch = 25✱ ❢♦r ✐♠♣♦rt cf = 75 ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡❛ tr❛♥s♣♦rt✱ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
✐♥❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❜② r♦❛❞❀ ✐t ✐s s✉❣❣❡st✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❧❛♥❞ r❡❣✐♦♥✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❖2 ♣r✐❝❡ ♦❢ ✹✵e✴t❈❖2 ❛♥❞ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✳✻✺
t❈❖2 ♣❡r t♦♥ ♦❢ ❝❡♠❡♥t✱ s♦ ∆ch = 25✳
❈♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭e✴t✮
ck ✶✺
ch ✷✺
cf ✼✺
∆ch ✹✵e✴t❈❖2× ✵✳✻✺ ❂ ✷✺
❉❡♠❛♥❞ P❛r❛♠❡t❡rs
❛ ✭e✴t✮ ✹✼✵
❜ ✭e✴t2✮ ✻✶✳✼
λ/a ✶✺✪
❚❛❜❧❡ ✸✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
✼❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②sts✬ r❡♣♦rts✳ ◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t
✏✷✳✸✪ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❡♠❡♥t ✇❛s tr❛❞❡❞ ✐♥ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✺✵✪ ✇❛s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❜②
t❤❡ t♦♣ ✜✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐❡s✑ s♦✉r❝❡ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❏❡✛❡r✐❡s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❊q✉✐t② ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✷✱ ♣❛❣❡ ✶✺✸ ❤tt♣s✿✴✴❥❛✈❛t❛r✳❜❧✉❡♠❛tr✐①✳❝♦♠✴❞♦❝s✴♣❞❢✴
❞❝✾❡✾✶✼❛✲✽✻❞✾✲✹❡✷✾✲✽✷❝❞✲❜✶✷❛✺✺❢✹✼✹✶❛✳♣❞❢✳
✶✾
❇ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶
❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s
❲❡ ✜rst ❡①♣r❡ss t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s θ− ❛♥❞ θ+ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✱ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝❛♣❛❝✐t②
k✳
■❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✭❧❛r❣❡ λ✮ ❛t t❤❡ ❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤✮ t❤r❡s❤♦❧❞ st❛t❡
θ− ✭r❡s♣✳ θ+✮ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ch
✭r❡s♣✳ cf ✮ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❋♦r s♠❛❧❧ λ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ −1
♦r 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s✿
θ− = max {(2bk − a+ ch) /λ,−1} ✭✶✺✮
θ+ = min {(2bk − a+ cf ) /λ, 1} ✭✶✻✮
❚❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❝❛♣❛❝✐t②
❚❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣r♦✜t ✐s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k ∈ [0, (a+ λ−
ch)/2b✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② k
∗ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✮✳
❋♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✇❤❡t❤❡r ❛t k∗1 ✿ θ
− = −1 ♦r ♥♦t ❛♥❞ θ+ = 1 ♦r ♥♦t✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡✳ ❲❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t θ− > −1 ❛♥❞ θ+ < 1 ✭t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✮✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ a+λθ−−2bk∗1 = ch✱ ❛♥❞ a+λθ
+−2bk∗1 = cf ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿
2ck =
∫ θ+
θ−
[(a− 2bk) + λθ − ch]dθ + (1− θ
+)(cf − ch)
=
∫ θ+
θ−
λ(θ − θ−)dθ + (1− θ+)(cf − ch)
= λ(θ+ − θ−)2/2 + (1− θ+)(cf − ch)
= (cf − ch)
2/2λ+ (1− θ+)(cf − ch) ❢♦r θ
+ − θ− =
cf − ch
λ
❚❤❡♥✱ t❤❡ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ θ+ ✐♥
✭✷✮ ❜② ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✻✮ ❣✐✈❡s✿
k∗1 = [a− (cf + ch) /2 + λ (1− 2ck/(cf − ch))] /2b. ✭✶✼✮
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✲✶ ❛♥❞ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ λ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✿
(2bk∗1 − a+ ch) /λ > −1 ⇔ λ > (cf − ch)
2
/4(cf − ch − ck),
(2bk∗1 − a+ cf ) /λ < 1 ⇔ λ > (cf − ch)
2/4ck.
✷✵
❚❤❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❝❛♣❛❝✐t②
❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡q✉❡st
t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ n ✜r♠s✳ ❊❛❝❤ ✜r♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②
❛♥❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❆t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡♠❛♥❞
st❛t❡ ✜r♠s ♣❧❛② ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦✉r♥♦t ❣❛♠❡ ✇✐t❤ t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥
t❤❛t ❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦st ck ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt t❡r♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜t✳
❆♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ s❤♦rt t❡r♠ ♣r♦✜t
♦❢ t✇♦ ✜r♠s ✐s ❡q✉❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② k∗n
✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣r♦✜t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ❝♦st✱ k∗n ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿
∫ θ+(n,k)
θ−(n,k)
(
a− ch + λθ −
n+ 1
n
bk
)
dθ +
∫ 1
θ+(n,k)
(cf − ch)dθ − 2ck = 0 ✭✶✽✮
✇❤❡r❡ θ−(n, k) ❛♥❞ θ+(n, k) ❛r❡ ✿
θ− = max {((n+ 1)bk/n− a+ ch) /λ,−1} , ✭✶✾✮
θ+ = min {((n+ 1)bk/n− a+ cf ) /λ,+1} , ✭✷✵✮
❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s qh(k, ch, n, θ) ❛♥❞ qf (k, ch, n, θ) ❛r❡ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦✉r♥♦t ♦♥❡✿
0 ≤ θ ≤ θ− : qh = n(a+ λθ − ch)/b(n+ 1) ❛♥❞ qf = 0
θ− ≤ θ ≤ θ+ : qh = k ❛♥❞ qf = 0
θ+ ≤ θ ≤ 1 : qh = k ❛♥❞ qf = n(a+ λθ − cf )/b(n+ 1)− k


✭✷✶✮
❇② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ♦❢ θ− ❛♥❞ θ+ ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ n✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❛♥❞
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❝❛♣❛❝✐t② ✐s
k∗n =
n
n+ 1
1
b
[
a−
ch + cf
2
+ λ
(
1− 2
ck
cf − ch
)]
.
❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s
✭✷✶✮ ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✜t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡
❛♥❞ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳
✷✶
❈ ❘❡s✉❧ts
❈✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ k∗n ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✮ ❛r❡
∂k∗n
∂ch
=
−1
b
n
n+ 1
[
1
2
+
2λck
(cf − ch)2
]
< 0;
∂k∗n
∂λ∂ch
=
n
n+ 1
−2ck
b(cf − ch)2
< 0.
❈✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② ✐s
Qh(k, ch, λ) =
def
Eqh =
∫ θ−
−1
n
n+ 1
1
b
(a+ λθ − ch)
1
2
dθ +
∫ 1
θ−
k
1
2
dθ ✭✷✷✮
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐t② ✐♠♣♦rt❡❞✿
Qf (k, ch, λ) =
def
Eqf =
∫ 1
θ+
[
n
n+ 1
1
b
(a+ λθ − cf )− k
]
1
2
dθ ✭✷✸✮
❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✐s ♥✉❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ Qf ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ch✱ s♦ t❤❡
♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ✭✶✶✮ ✐s ♥✉❧❧✳
❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✭✶✷✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ n/(n + 1) ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
θ− ❛♥❞ θ+ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❛t k∗n ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
n/(n+ 1)✮✳
❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✿
∆Qi = Qi(k
∗
n(ch +∆ch), ch +∆ch, λ)−Qi(k
∗
n(ch), ch, λ), ❢♦r i = f, h.
❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ✭✶✷✮ ✐s LLT = ∆Qf/(−∆Qh)✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
λ ♦♥ t❤✐s r❛t❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳
❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ∆Qf ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✷✸✮✱
dQf
dch
=
∂Qf
∂ch
+
∂Qf
∂k
∂k∗n
∂ch
= 0.5(1− θ+)(−
∂k∗n
∂ch
) ✭✷✹✮
❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ k∗n ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✳r✳t✳ λ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ θ+ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✳r✳t✳ t♦ λ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
dQf/dch ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✳r✳t✳ t♦ λ ❛♥❞ s♦ ✐s ∆Qf ✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞✱ Qh + Qf ✱ ✐s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ✳ ❆t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❛♥❞✱ ❢♦r θ < θ−
ch = a + λθ − b(n + 1)qh/n ❛♥❞ ❢♦r θ > θ
+✱ cf = a + λθ − b(n + 1)(qf + k)/n✱
t❤❡r❡❢♦r❡✿∫ θ−
−1
[
(a+ λθ)− b
n+ 1
n
qh − ch
]
1
2
dθ +
∫ θ+
θ−
[
(a+ λθ)− b
n+ 1
n
k − ch
]
1
2
dθ
+
∫ 1
θ+
[
(a+ λθ)− b
n+ 1
n
(qf + k)− ch
]
1
2
dθ = ck
✷✷
❚❤❡♥✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿
Qf (k
∗
n, ch, λ) +Qh(k
∗
n, ch, λ) =
1
b
n
n+ 1
[a− (ch + ck)]. ✭✷✺✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝♦st ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✼ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❝❛s❡✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∆Qf +∆Qh = −
nb
n+ 1
∆ch
❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜② ∆Qf ✇❡ ❣❡t✿
1
LLT
= 1 +
nb
n+ 1
∆ch
∆Qf
.
LLT ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ ❜❡❝❛✉s❡ ∆Qf ✐s✳
❈✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
❲❡ ✜rst ♣r♦♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ Ep ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ch✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛ ❞✐r❡❝t ♦♥❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ♦♥❡✿
dEp
dch
=
∂Ep
∂ch
+
∂Ep
∂k
∂k∗
∂ch
✭✷✻✮
❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✶✮ ❢♦r ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ∂Ep/∂ch =
0.5 (θ− + 1)n/(n + 1)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✲
✐t②✳ ❆ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ∂Ep/∂k =
(θ+ − θ−) b/2✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✽✮ ∂k∗n/∂ch = n/(b(n+ 1))(1−
θ−)/(θ+ − θ−)✳
dEp
dch
= 0.5
[(
θ− + 1
) n
n+ 1
+
(
θ+ − θ−
)
b
(1− θ−)
(θ+ − θ−)
n
b(n+ 1)
]
=
n
n+ 1
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ✐s
PTLT =
1
∆ch
∫ ∆ch
0
dEp
dch
dch =
n
n+ 1
✭✷✼✮
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
PTST =
1
∆ch
∫ ∆ch
0
∂Ep
∂ch
dch. ✭✷✽✮
• ■t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✷✻✮ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✭t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✮❀
• ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ∂Ep/∂ch ✐s 0.5(1 + θ
−)n/(n + 1)✱ ❛♥❞ θ− ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ ✭❝❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✮ s♦ ∂Ep/∂ch ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✇✳r✳t✳ λ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳
✷✸
